TEMA O: MAGNITUDES, UNIDADES Y SiMBOLOS

ACALON.RFH

0.1.3.1 Unidades SI derivadas expresadas a partir de unidades basicas y

suplementarias.

Magnitud Nombre Qtras Simbolo

unidades

Superficie metro cuadrado m?
Volumen metro cubico 1litro=10°m?® | m?
Velocidad metro por segundo m/s
Aceleracion metro por segundo cuadrado m/s?
Ntimero de ondas metro a la potencia menos uno m!
Masa en volumen kilogramo por metro ctbico kg/m?
Velocidad angular radian por segundo rad/s
Aceleracion angular radian por segundo cuadrado rad/s?

Unidad de velocidad: Un metro por segundo (m/s o m-s?) es la velocidad de un cuerpo
que, con movimiento uniforme, recorre, una longitud de un metro en 1 segundo

Unidad de aceleracion: Un metro por segundo cuadrado (m/s2 o m-s?) es la aceleracion
de un cuerpo, animado de movimiento uniformemente variado, cuya velocidad varia
cada segundo, 1 m/s.

Unidad de ntimero de ondas: Un metro a la potencia menos uno (m) es el nimero de
ondas de una radiacion monocromatica cuya longitud de onda es igual a 1 metro.
Unidad de velocidad angular: Un radian por segundo (rad/s o rad-s?) es la velocidad
de un cuerpo que, con una rotaciéon uniforme alrededor de un eje fijo, gira en 1 segundo,
1 radian.

Unidad de aceleracion angular: Un radian por segundo cuadrado (rad/s? o rad-s?) es la
aceleracion angular de un cuerpo animado de una rotacion uniformemente variada
alrededor de un eje fijo, cuya velocidad angular, varia 1 radian por segundo, en 1
segundo.

0.1.3.2 Unidades SI derivadas con nombres y simbolos especiales.

Magnitud Nombre Simbolo Otras unidades Dimensiones
Frecuencia hertz Hz T
kilopondio=9,8 N ]
Fuerza newton N dina=10N L-M-T?
Pa=N-m~?
1 baria=0,1 Pa
Presion pascal Pa 1 bar=105 Pa L1-M-T2
1 atmosfera=1,013 105 Pa
1 mm Hg=1,333 10?Pa
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Magnitud Nombre Simbolo Otras unidades Dimensiones
J=N'm
, . 1 ergio=107]
f;‘rf;iljc’ltib:;ﬁ;r julio J 1 electron-voltio=1,602 1079 | L2M-T2
1 kilovatio-hora=3,6 10¢]
lcaloria=4,18J
. . W=]-s-1
Potencia vatio W 1 caballo de vapor=735,5 w LM
Cantidad de
electricidad carga culombio | C TI
eléctrica
Potencial electrlco‘ volt v VWAL LM
fuerza electromotriz
Resistencia eléctrica ohm Q Q=v.A1 L2M-T=3-I2
Capacidad eléctrica farad F F=C-V+1 L2M-1-T+]2
Flujo magnético weber Wb Wb=V's L2M-T2I1
Induccién magnética | tesla T T=Wb-m? M-T2I!
Inductancia henry H H=Wb-A- L2M T2]12

Unidad de frecuencia: Un hertz (Hz) es la frecuencia de un fendmeno perioédico cuyo
periodo es 1 segundo.

Unidad de fuerza: Un newton (N) es la fuerza que, aplicada a un cuerpo que tiene una
masa de 1 kilogramo, le comunica una aceleraciéon de 1 metro por segundo cuadrado.
Unidad de presion: Un pascal (Pa) es la presion uniforme que, actuando sobre una
superficie plana de 1 metro cuadrado, ejerce perpendicularmente a esta superficie una
fuerza total de 1 newton.

Unidad de energia, trabajo, cantidad de calor: Un joule (J) es el trabajo producido por
una fuerza de 1 newton, cuyo punto de aplicacion se desplaza 1 metro en la direccion
de la fuerza.

Unidad de potencia, flujo radiante: Un watt (W) es la potencia que da lugar a una
produccion de energia igual a 1 joule por segundo.

Unidad de cantidad de electricidad, carga eléctrica: Un coulomb (C) es la cantidad de
electricidad transportada en 1 segundo por una corriente de intensidad 1 ampere.
Unidad de potencial eléctrico, fuerza electromotriz: Un volt (V) es la diferencia de
potencial eléctrico que existe entre dos puntos de un hilo conductor que transporta una
corriente de intensidad constante de 1 ampere cuando la potencia disipada entre estos
puntos es igual a 1 watt.

Unidad de resistencia eléctrica: Un ohm ({2) es la resistencia eléctrica que existe entre
dos puntos de un conductor cuando una diferencia de potencial constante de 1 volt
aplicada entre estos dos puntos produce, en dicho conductor, una corriente de
intensidad 1 ampere, cuando no haya fuerza electromotriz en el conductor.
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Por tanto la probabilidad de transmision a través de la barrera se puede aproximar por:
P=e?M
Con esta aproximacion se obtienen resultados aceptables:
Q=6Mev - P=2x10% - A=10°s - Tiz=700s
Q=5Mev - P=1x10% 5 A=10%s - Tip=10%s
Se consigue explicar la gran variacion de T2 al variar Q ta sélo en 1 MeV.

Vamos a hallar la solucioén exacta:
La altura de la barrera coulombiana es:

v 2
Vir) = 1 zZ'e

drng, r

La probabilidad de transmision a través de una barrera infinitesimal de anchura dr y altura

V(r) sera:
dpP = exp{—Zdr\/}_T[V( r)— ]}

La probabilidad de penetrar la barrera completa sera:
P=e? G= \/il:Tl].drw/V(r) -Q
Donde G es el factor de Gamow que puede ser calcuulado teniendo en cuenta que:
12
zZ'e zZ'e” _ _Q

V(r=a)=4ﬂga=B V(r=a)= yp—
0 0

v 2
XZ%TZK:G /2mQ zZ'e d /__
zZ'e b 472'80Q X
Y se llega a que la vida media para la desintegracion o de energia cinética Vo+Q:
2 2 v 2
T, —0693— M exp2, | 2ME_ZLe F—z 9}
; 2V,+Q) P\ N (h’Q 4, |2 VB

Las predicciones reproducen la tendencia, pero difieren en 1-2 6rdenes de magnitud en
valores que varian en mas de 20 6rdenes de magnitud.

Y tomando

90 Th T1(s)
A l Q(MeV) Medido lCalculado
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220 8,95 105 3,3x107
222 8,13 2,8x10-3 6,3x10°
224 7,31 1,04 3,3x10-2
226 6,45 1,85x10° 6,0x10!
228 5,52 6,0x107 2,4x10°
230 4,77 2,5x1012 1,0x101
232 4,08 4,4x10"7 2,6x10

Tenemos en cuenta las aproximaciones hechas en los calculos:

e La particula a« no puede estar formada antes de la desintegracion en el nucleo,
aunque asi lo hemos considerado.

e Labarrera en a en realidad es mas suave.

e Tizse correlaciona bien para nucleos par-par.

e Se ha supuesto que el ntcleo es esférico, pero los nicleos con A > 230 estan
fuertemente deformados. Un pequefio cambio en R del 4% significa una variacion
en Ti2 del orden de 5.

e No se han tenido en cuenta la funciéon de onda inicial y final del ntcleo, ni el
momento angular de la particula a

Aunque esta teoria simplificada no es estrictamente correcta, proporciona una buena

estimacion de las vidas medias de la desintegracion a.

1.3.3.1 Emision de otras particulas o ntucleos.

Este modelo explica también el porqué de la emision de particulas o y no de
particulas de mayor tamafio.

20Th—528po4'2C Q=321 MeV  Tiz=2.3x10°s
2Th—Ra+a Q-895MeV Tiz=3.3x107s

’ . . Y . 12
Tendria una vida media 10" veces mayor, luego entonces la emision de ntcleos de “C no

seria facilmente observable.
214
( c —10"
ﬁa Gamow

Por tanto, la probabilidad de preformacién de los clusters de '*C en el interior del nticleo es
106 veces la probabilidad de que lo estén las particulas .

La emision de protones no se suele observar ya que los valores Q son generalmente
negativos. Se ha observado tras el bombardeo de ntcleos pesados:
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96 587 151 150
w Ru+5Ni - .= Lu— 5 Yb+ p

’ . . . tone:
La teorfa de Gamow proporciona estimaciones 7/"*"*

mucho menores que los valores
2
experimentales.

1.3.4 Momento angular y paridad.

El ntcleo de ; He consiste en dos protones y dos neutrones, todos en estado 1s y

con espines que interaccionan dos a dos, con lo que I«=0. Por lo tanto, el momento angular
total transportado por la particula o dependera tinicamente del cardcter orbital (l«).La
funcién de onda de la particula o la representamos por Yim, con 1= la. Por lo tanto, la paridad

asociada con la emisién «a sera (-l)l“ .Asi, debido a la regla de selecciéon de la paridad,
tendremos que:
4
I7=0
X, =X, +a

Paridad Xi= Paridad X - M par
Paridad Xi# Paridad X¢ = Lximpar

Es decir, se cumplira:

1—1,|<i, <1,+1,

T, = ﬁix(—l)[“

Ademas, un estado inicial puede decaer a diferentes estados finales. Algunas veces
esta propiedad se conoce como estructura fina de la desintegracion a, pero no tiene nada
que ver con la estructura fina atémica.

Si el nuicleo tiene espin ['=0* solamente se observaran las transiciones:
O+
-
2+
+
0" —>
3
4+

Y no se observaran las transiciones:
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donde g es un parametro que representa la fraccién promedio de la energia transferida a las
particulas cargadas secundarias perdida en interacciones radiativas (produccién de
bremsstrahlung y aniquilacion en vuelo en el caso de los positrones) y cuyo
comportamiento es:

~0 para Z y hv bagjos
g
Aumenta al crecer Zy/o hv

Por ejemplo:

Pb(Z =82
( VL B 74t 5 g 20,26
hv=10MeV P P

Debemos notar que si 1/ py f, / p se basan sélo en la energia del foton incidente

hv y en el ntimero atémico del medio Z donde se produce la interaccion, £, / p debe tener

en cuenta el medio a través del cual las particulas cargadas secundarias (electrones y/o
positrones) deben frenarse. Convencionalmente, el punto de interaccion se asume rodeado
por el mismo medio homogéneo, al menos en una distancia igual al rango maximo de los
electrones (positrones) secundarios, pero pueden concebirse otras situaciones.
Coeficientes de Atenuacion en Compuestos y Mezclas.

Para compuesto y mezclas se utiliza la regla de Bragg, de manera que, si fzi es la
fraccion en peso del elemento i en una mezcla o compuesto, y tenemos presentes n
elementos diferentes en la mezcla:

H _N [ H
Ep]mmg Zf“[pj,»fz
& — no| My
( p ]mz Z’”[ p jifz’

ey (e o

En el caso la expresion para (1, / p)

mescla» 1@ €CUACION seria exacta si las particulas

cargadas secundarias originados en dtomos del elemento i confinaran sus recorridos sélo
por zonas con atomos del mismo elemento, pero atravesaran elementos distintos presentes
en la mezcla en proporcidn a sus fracciones en peso. Una expresion exacta seria:

ﬁ = lthr ll'ltr _
( p ]mezcla _Zi: [ p ) ( Zj lfz]gj) ( ,0 )mezc!u (1 gmezcla)

Goeta =1- 2,11 &
J

Donde:
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1.6.6 Interaccion de neutrones.
1.6.6.1 Propiedades generales.

Al igual que los rayos gamma, los neutrones no llevan carga, por lo que no pueden
interactuar con la materia por medio de la fuerza de Coulomb, la cual domina los
mecanismos de pérdida de energia en las particulas cargadas y en los electrones. Los
neutrones pueden viajar entonces muchos centimetros a través de la materia sin sufrir
ningun tipo de interaccién y asi pueden ser totalmente invisibles para un detector de
tamanio normal. Cuando un neutrdn sufre una interaccidén, esta sera con un nucleo del
material absorbente. Como resultado de la interaccidn, el neutrén puede o desaparecer
totalmente y ser reemplazado por radiaciéon secundaria, o bien cambiar su energia o
direccion de forma significativa.

A diferencia de los rayos gamma, la radiacién secundaria resultante de la
interaccion de los neutrones serd casi siempre particulas cargadas pesadas. Estas particulas
pueden ser producidas o como resultado de una reaccién nuclear inducida por el neutrén, o
puede ser el ntcleo del material absorbente directamente, el cual ha ganado suficiente
energia como resultado de la colisiéon con el neutron. La mayoria de los detectores de
neutrones utilizan algun tipo de conversion del neutrén incidente en las particulas cargadas
secundarias, las cuales si pueden ser detectadas directamente.

Las probabilidades relativas de los distintos tipos de interacciéon de neutrén
cambian mucho dependiendo de la energia del neutrén. Por ello, vamos a dividir los
neutrones en dos categorias en base a su energia, los neutrones rapidos y los neutrones
lentos, y discutiremos sus propiedades de maneras separadas. La linea de separacion entre
unos y otros sera sobre los 0.5 eV.

1.6.6.2 Interacciones de neutrones lentos.

Para neutrones lentos, la interacciéon mas significante sera la dispersion eldstica con
los nucleos asi como las reacciones nucleares inducidas por neutrones. Debido a la baja
energia cinética de los neutrones lentos, muy poca energia puede ser transferida a los
nucleos en la dispersion elastica. Consecuentemente, esta no es una interaccion en la que
basarnos en los detectores de neutrones. Las colisiones elasticas tienden a ser muy
probables, y a menudo llevan a los neutrones lentos hacia el equilibrio térmico con el medio
absorbente antes de que cualquier otra interaccion ocurra. Asi, la mayoria de los neutrones
lentos se convertirdn en neutrones térmicos, los cuales, tendran una energia de
aproximadamente 0.025 eV.

Las interacciones con neutrones lentos que realmente tienen importancia son las
reacciones inducidas por neutrones que pueden crear radiaciones secundarias de suficiente
energia como para ser detectadas directamente. Ya que la energia de los neutrones es muy
baja, todas estas reacciones deben tener un valor de Q positivo, para que puedan ser asi
energéticamente posibles. En la mayoria de los materiales , la reaccion de captura radiativa
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e La dispersién se debe a la interaccién entre la particula a y el nucleo, y so6lo es
significativa si la trayectoria pasa cerca del nucleo. Esto implica que los choques son
raros y por lo tanto el problema es de una tinica colision.

e La fuerza entre la particula o y el nucleo sigue la ley de Coulomb hasta distancias muy
pequenas.

e Se puede ignorar el efecto de los electrones.

Nosotros para simplificar la discusiéon vamos a suponer ademas que el nticleo esta
fijo en el referencial del laboratorio y por brevedad citaremos los resultados sin dar la
demostracion. Suponemos que la lamina tiene una espesor d, y que hay n atomos por
unidad de volumen. La geometria de la colision se indica en la figura de la pagina siguiente.
El ntcleo esta fijo en el origen y la particula a se aproxima desde la derecha con velocidad
inicial v. Si no hubiera desviacion, la particula pasaria a una distancia p del ntcleo. La
distancia p se denomina pardmetro de impacto. Después de la dispersion la particula se ha
desviado en un dngulo ¢ y tiene la velocidad final v. Dado que el nticleo se supone inmovil,
tendremos que |vl= |vil= v, y como se conserva el momento angular, es sencillo verificar
que

2Ep
cot(gp/2) =
(9/2) 7

donde E=mv2/2 es la energia de la particula incidente. Como en un choque frontal la
maxima distancia de acercamiento es.

Podemos escribir la ecuacion como:

cot(¢p/2)=2p/a

q:-./“:;;/:qfdcp N [ pedp

Fig: Dispersion de una particula a por un nticleo
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A partir de estos resultados es facil mostrar que la probabilidad por unidad de angulo
solido de que una particula o de energia E sea dispersada en un angulo ¢ es:

dP@) _nd (22 gy n
o _16[ = jcsc ($/2) T (¢/2)

donde dQ = 2nisendpdd . La ecuacién es la famosa férmula de dispersion de Rutherford. Se
puede observar que el nimero de particula dispersadas es proporcional a Z?, de modo que
el estudio de la dispersion de particulas a permite determinar Z, un dato que no se conocia
bien en su tiempo, pues solo se sabia que Z=A/2 gracias a los resultados de la dispersién de
rayos X.

Las predicciones de la ecuacion fueron verificadas en 1913 por Geiger y Marsden y
confirmaron de modo sorprendente dicha féormula, y asi convalidaron el modelo atémico de
Rutherford. Corresponde también mencionar que la ecuacion vale también en el marco de la
Mecanica Cuantica.

2.3.6.2. Dispersion hacia adelante

Para analizar la aplicacion de la formula de Rutherford a los experimentos de
dispersion de particulas a es preciso aclarar primero algunas cuestiones. Se puede ver de la
ecuacion que cuando ¢ es muy pequefio, dP(¢)/ dC2 es mayor que la unidad, y tiende al
infinito para ¢p=>0

Claramente los experimentos indican que esto no ocurre. Pero debemos tener en
cuenta que no tenemos derecho de extender la validez de la ecuaciéon a valores muy
pequenios de ¢, porque en ese caso no se cumplen nuestras hipotesis basicas: primero
porque no se puede ignorar el efecto de los electrones, segundo porque no es cierto que la
desviacidn total es el resultado de una tnica colision. El principal efecto de los electrones
(ademas de ocasionar ellos mismos dispersiones multiples) es el de “apantallar” la carga
nuclear, de forma que una particula a que pasa lejos del nticleo no experimenta toda la
repulsion Coulombiana del mismo. Si bien por ahora no sabemos como es la distribucion de
carga debida a los electrones, lo que si sabemos es que a una distancia del nticleo del orden
del radio atéomico R, el apantallamiento es completo y por lo tanto las particulas a que
inciden con pardmetros de impacto mayores que R no experimentan desviaciéon. Si el
numero de atomos por unidad de area del blanco es bajo, de manera que ndnR? <1, entonces
la probabilidad de dispersion es menor que la unidad. Esto es lo que ocurre, por ejemplo,
con blancos gaseosos de poco espesor (un blanco gaseoso de 1 cm de espesor a 102 mm Hg
contiene aproximadamente 4x10™ dtomos/cm?, luego ndntR?= 01). En cambio cuando ndntb?>
1 ocurre dispersion multiple. En este caso, la probabilidad total de dispersién no es igual a
la probabilidad de dispersiéon por atomo multiplicada por el ntiimero de atomos en el
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blanco, pues una vez que una particula a ha chocado una vez, los choques subsiguientes no
aumentan la probabilidad de dispersion sino que solamente modifican la desviacion, como
ya se vio anteriormente.

Por lo tanto, para laminas metdlicas, la distribucién angular de las particulas a
dispersadas varia con continuidad desde la distribucion de Rutherford para angulos
grandes hasta la distribuciéon de dispersion multiple para angulos pequefios, de modo tal
que la probabilidad total de dispersion es siempre igual o menor que la unidad.

2.3.6.3 El tamano del nucleo

La féormula de Rutherford se obtuvo suponiendo que el nticleo y las particulas o son
cargas puntuales. Esta aproximaciéon vale siempre y cuando la distancia de méaximo
acercamiento sea mayor que el radio del nucleo. En consecuencia se puede decir que el
radio del ntcleo debe ser sequramente menor que el valor mas pequeno del acercamiento
maximo para el cual la ecuacidon da todavia el valor correcto del niimero de particulas a
dispersadas.

En la dispersion de las particulas o emitidas por el radio ( E = 5.3MeV ) por un
blanco de cobre (para el cual Z = 29, como se deduce a partir del nimero de particulas
dispersadas) se observé que la ley vale hasta 180°. En este caso se deduce que

a=158x10"2 cm
y por lo tanto se concluye que el radio del nucleo del cobre es menor o igual que dicha
cantidad.

2.3.6.4 Comentarios sobre el modelo de Rutherford

En conclusidn, los experimentos de Rutherford demostraron que el atomo contiene
un nucleo de muy pequefias dimensiones (radio menor o igual a 102 cm), donde reside
toda la carga positiva y casi toda la masa del atomo. También mostraron que la carga
positiva, medida en unidades de la carga electronica, es decir el nimero Z, es igual (dentro
del error experimental) al nimero atémico del elemento.

Por todo ello Rutherford propuso un modelo en el que el atomo esta formado por
un ntcleo con una carga positiva igual a Ze, alrededor del cual giran Z electrones, de
manera que su movimiento equilibra dindmicamente la atraccion Coulombiana que sobre
ellos ejerce el nucleo. La extension del movimiento electrénico determina que el tamafio del
atomo sea de aproximadamente 10% cm. Este concepto sugiere que las propiedades
quimicas de un elemento estan determinadas por el ntimero de electrones de sus atomos (y
no por la masa atéomica, como se pensaba hasta entonces), y también sugiere que deben
existir elementos para todos los valores posibles de Z, hasta que Z se hace demasiado
grande y el ntcleo se vuelve inestable pues probablemente ya no puede mantener mas
carga positiva en su interior.

Sin embargo, es evidente que el modelo todavia es incompleto y presenta serias
fallas. En primer lugar no se da todavia ninguna idea acerca de cémo los electrones
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determinan las propiedades quimicas. En segundo lugar tampoco se explica porqué todos
los atomos de una misma especie tienen aparentemente el mismo tamafio, y ademas, porqué
los atomos de especies muy distintas tienen casi exactamente el mismo tamano.
Comentaremos este asunto en la siguiente Seccién. Por ultimo, el modelo enfrenta una
objecion aun mas grave: al girar alrededor del ntcleo, los electrones sufren una aceleracion
continua y por lo tanto deberian irradiar ondas electromagnéticas y perder energia, y en
consecuencia caer en espiral hacia el nticleo. Veremos mas adelante que la solucion de esta
dificultad requiere abandonar la fisica clasica.

2.3.7 La constante que esta faltando

Consideremos el caso mas sencillo, el del atomo de Hidrégeno, pues es suficiente para
entender la esencia de la dificultad de explicar los tamafios atémicos. Supongamos que el
electron gira alrededor del nticleo en una orbita circular. La fuerza centripeta es la fuerza de
Coulomb y por lo tanto tendremos

2 2
my e
T T2
r r
que nos da la relacion
2
, €
ry =—
m

En esta ecuacion r puede tener cualquier valor, pues la ecuacion solo nos dice que si
escalamos r por un factor k? es necesario escalar v por el factor k-'. Se puede verificar que la
ecuacion equivale a la Tercera Ley de Kepler.

El origen del problema reside en que las tinicas constantes que intervienen en el
modelo clasico del atomo de Rutherford son la carga y la masa del electrén, y con ellas no
podemos formar una longitud caracteristica.

Existe una manera de combinar e y m con una constante universal clasica, de modo

de formar una longitud, y es usar la velocidad de la luz, c. Se construye asi la constante

2
e

r,=—5=2.8x10"cm
mc

Esta longitud es el radio clasico del electrén, que ya mencionamos en conexion con la

dispersion Thomson, pero no tiene nada que ver con las dimensiones atdémicas, ya que
surge de comparar el equivalente energético de la masa del electrén con la energia del
campo eléctrico del mismo electrén. Es obvio que la velocidad de la luz puede intervenir
solo cuando se consideran efectos relativisticos, y este 1o es el caso del d&tomo pues se ve de
inmediato a partir de la ecuacion que si r = 108 cm resulta que v <<c.

Adelantandonos a lo que veremos mas adelante en detalle, es facil ver que el dilema
se resuelve si introducimos la constante de Planck h ( h = 6.63 x 10> erg s). Es posible
entonces formar la longitud
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Es decir r=ao. Por lo tanto:

El radio de Bohr, que nos da el tamafio del atomo de hidrogeno, se obtiene pidiendo que la
energia del atomo tenga el minimo valor compatible con el principio de incertidumbre.

2.6.6 Interpretacion fisica de Heisenberg del principio de incertidumbre

En nuestra presentacion, el principio de incertidumbre surge como una
consecuencia matematica de la hipdtesis de Broglie, que asocia a cada particula una onda
prueba que describe su movimiento. Pero debemos recordar que cuando Werner
Heisenberg introdujo en 1927 el principio de incertidumbre, sus argumentos no se basaron
en la hipotesis de Broglie, sino en las propiedades corpusculares de la radiacion
electromagnética y sus consecuencias sobre el proceso de medicién. De esta forma,
Heisenberg puso de manifiesto que existe un limite natural insuperable a la precisién con la
que se pueden medir simultdneamente la posicion y el impulso de una particula, debido a
que la medicién de una de estas cantidades inevitablemente perturba a la particula de modo tal que
deja incierto el valor de la otra cantidad. Este es el origen fisico del principio de incertidumbre.

observador

particula

Microscopio de Heisemberg

La naturaleza de los argumentos de Heisenberg se entiende si examinamos un
“experimento de pizarrén” ideado por Bohr en 1928. Consideremos el dispositivo de la Fig.
6.3. Con el microscopio se desea determinar la posicion instantdnea de la particula, que
podemos ver por medio de los fotones que dispersa cuando se la ilumina. El poder de
resolucion del microscopio es A / sena (A es la longitud de onda y a es el semidngulo
subtendido por el objetivo del microscopio), por lo tanto la indeterminacién de la medida es
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A

seno
Supongamos que basta ver un fotén para llevar a cabo la medida. Claramente, el
microscopio capta el foton cuando éste es dispersado en un angulo comprendido entre —a y
+a. Luego la incertidumbre de la componente x del impulso del foton después de la
dispersion es

Ax =

(AP )toron = 2 psenac = 2hsena/A

pues p, .. =h/ A . Ahora bien, como la componente x del impulso del fotén se puede conocer

exactamente antes de la dispersién (no hace falta conocer la coordenada x del cuanto), la
conservacion de la cantidad de movimiento implica que la particula adquiere un impulso
cuya magnitud es incierta en una cantidad igual a la incertidumbre del impulso del fotén, es
decir

Ap. = (AP )s15n = 2hsena/A

Por lo tanto, en el instante de la medicién tenemos que
AxAp =2h>h

Si se usa luz de longitud de onda mas corta, la medida de la posicion es mds precisa, pero al
mismo tiempo aumenta la incertidumbre del impulso de la particula.

Esta discusion muestra que el principio de incertidumbre es consecuencia de la
cuantificacion de la radiacion electromagnética, y se origina porque para observar la
particula es preciso dispersar por lo menos un fotén. En otras palabras, es imposible
observar la particula por medio de una iluminaciéon que le imparta un impulso
arbitrariamente pequefio. Debido a la cuantificacion, el fotén es el intermediario
indispensable entre la particula y el instrumento de medida, y perturba la particula de una
manera incontrolable e impredecible. Por lo tanto es imposible, después de la medida,
conocer con exactitud la posicion y la cantidad de movimiento de la particula. Las
relaciones de incertidumbre expresan que la constante de Planck es la medida de la
magnitud minima de esa perturbacion incontrolable.

2.6.7 La relacion de incertidumbre entre la energia y el tiempo

Consideremos un grupo de ondas del tipo
Y= j A(k e 8D Nk T ' =w(ky)

cuya longitud es Ax. El tiempo que necesita el grupo para recorrer la distancia Ax es

ar= A%
v, Y

donde v_es la componente x de la velocidad de la particula. Por lo tanto At es la
incertidumbre con la cual se conoce el instante en el cual el grupo pasa por un determinado
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e Mecanica cuantica relativista para el electron.

e Teoria de perturbaciones a primer orden. Para ello debe cumplirse que Za <<1; es decir,
es valido para nucleos ligeros.

e No hay retroceso del nticleo.

e La carga eléctrica nuclear es puntual.

e El espin nuclear es cero.

Si observamos las observaciones aqui expuestas, vemos que se asume en la
expresion de Mott que la carga nuclear es puntual. Por lo tanto, no podremos obtener una
expresion para la distribucion de carga nuclear, que es lo que estamos buscando. Para
incluir la distribucién de carga nuclear se recurre a un analogo de la dptica clasica, cuando
se deriva el patron de difraccion de Fraunhoffer de una abertura tomando la transformada
de Fourier de la pantalla. La dispersion del electréon por la abertura se sustituye por una
distribucion esférica de carga. Tenemos el nticleo con carga eléctrica +Ze. La expresion que
se utiliza es:

do do
dQ  dQ
donde F(g?) es el factor de forma y g es el momento transferido. Si se realiza un estudio de la
dispersion, podemos ver que el momento transferido es, llamando p al momento inicial del

electrén y p* al momento final de electron:

2 psen] 2
|q|—2psen(2)

La expresion del factor de forma es en realidad la transformada de Fourier de la

7|

Mott

distribucion de carga nuclear ,O(I7 ):

1 o\ igFlh 1=
F(qz)zzj.p(r)e" "dF

Observamos pues de la expresion del factor de forma que:
e S g>0=>F(g7)—>1
y la dispersion no es diferente de la dispersién producida por un nuacleo puntual. A

medida que el momento transferido g crece la naturaleza oscilatoria de la exponencial
dentro de la integral para un nticleo extenso reduce el valor del factor de forma F(g2) del

valor unidad y la dispersion se reduce. Esto es 16gico; una carga eléctrica extendida
tiene mayores dificultades en coger momento transferido que una distribucién puntual
con el mismo valor de la carga eléctrica.

e Como el valor del radio es muy pequeno (R < 10*m), si queremos estimar el valor del
momento transferido g para ver una distribucion significativa en la intensidad de
dispersion debido al tamario, debemos de tener en cuenta que g7 /h ~ 1. Por lo tanto, q ~

I/R > 20 MV/c. Alcanzar este valor para un angulo de 30° requiere electrones incidentes
de 40 MeV. Si queremos una resolucion de 1/m, entonces q ~ i1 /1 fm ~ 200 M/c. Las
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primeras medidas detalladas se realizaron con electrones de 150 MeV. Mas tarde, se han
alcanzado energias de 500 MeV.

Por lo tanto, vemos que una vez obtenido el factor de forma F(g), hallariamos la
transformada inversa de Fourier del factor de forma, obteniendo asi la distribucion de carga
nuclear p{r). Pero F(q?) no se da analiticamente. El modo de actuar es suponer un cierta
funcién p(r) con unos parametros ajustables. Obtenemos su correspondiente factor de forma
y, ajustando los parametros a través de resultados experimentales vemos que tal responde
el ajuste.

En general, la funcion densidad se normaliza, de manera que:

4z [p(F)rdr =1
Ademads, normalmente la distribucion de carga se supone con simetria esférica, de manera
que p(? ) = p(r). Ademas, la dltima integral es, en caso de ser la distribucion esférica de

carga de simetria esférica, un integral impar, y por lo tanto se anula .Entonces:

F(¢*)=2rx j r2dr cos[qrcos @]p(r)d cos @ = 2z j ¥dr %L(qr)p(r) _ir jrdrsen(qr)p(r)
qr q

En el caso de que gr << 1 (esto es, angulos de dispersién O pequefios o bajo momento
transferido), entonces:

1 1
sen(qr) = qr— ; (qr)3 +.=qr— ;(qrf

Por lo tanto, obtenemos:

F@) =127 (")

donde se define el radio cuadratico medio como:

<r2> =4r Jp(r)rzdr

Es decir, en el ambito de gr << 1, el ntcleo se ve como un todo y s6lo podemos
obtener < 72 >. No obtenemos informacién sobre la funcion de distribucion de carga nuclear

p(r).

Veamos algunos ejemplos de distribuciones de carga nuclear:
1. En primer lugar veamos el caso de una distribucién de esfera dura de densidad constante. En
este caso, la funcién es:

P, r<a
p(r)=1"
0 r>a

En este caso, si normalizamos la funcion densidad obtenemos:
31
Po=7T "3
4 a

y, para el factor de forma obtendriamos:
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Imaginemos ahora realizar el mismo proceso en dos etapas: un paso a volumen constante y
el otro a temperatura constante. La variacion de energia es entonces

O O
dE=|—| d0+|—| dV =C,,d0—nC,dV (7.95
(aejv ( Vl VAOT I AY799)

El segundo paso involucra solamente las definiciones de CV y 1), mas la Primera Ley para
relacionar (OE/0V), con el coeficiente de Joule 1. Si ahora eliminamos dE entre (7.94) y

(7.95) se obtiene

C,d@ -C,dV =-pdV (7.9)
Esta ecuacion diferencial tiene la forma que buscamos. Para integrarla tenemos que expresar
C, ,ny p como funciones de 0 y V. Ahora si vemos claramente el papel de la Segunda Ley

en la deduccién anterior: intervino para relacionar C,, y 1 con la ecuacién de estado. En

efecto, si usamos la ec. (7.66) en la (7.96), recuperamos de inmediato la ec. (7.91) que fue
nuestro anterior punto de partida. Pero si tenemos informacién experimental sobre Cy, y 1

podemos usar la ec. (7.96) sin invocar a la Segunda Ley. Este es justamente el caso del gas
ideal, para el cual (OE/0V),= 0 por definicién, luego n = 0, y ademas C,, es funcién
solamente de 0. Por lo tanto para un gas ideal la ec. (7.96) se transforma, sin haber usado la
Segunda Ley, en:

C,d(In@ }+nRd(InV )=0 (7.97)
que es exactamente lo mismo que la (7.92). La integracién se puede hacer de inmediato y se
obtiene la ec. (7.93), con O en lugar de T.

Este ejemplo muestra que si bien no se corre ningtin riesgo si se usan juntas a la
Primera y la Segunda Ley cuando sélo una de ellas es suficiente, se oscurece el hecho
(muchas veces poco aclarado) de que las dos Leyes son esencialmente independientes entre
si, y que ciertos resultados dependen en realidad de una sola de ellas y no de ambas.

La ecuacién de las adiabaticas de un gas ideal se puede escribir en términos dep y V

(o bien de p y T) usando la ec. (7.90) y recordando que para un gas ideal Ep' cv=R ; se
obtiene asi

pV’ =cte, y=cp/cv (7.98)
que es una forma usual de presentar la ecuacion de las adiabaticas de un gas ideal. La
cantidad v se denomina indice adiabatico del gas.

5.7.3.7 Potenciales termodinamicos y métodos de calculo

Hemos visto la mayoria de las técnicas que permiten establecer relaciones entre una funcion
termodindmica y otra, de manera que las propiedades de un sistema se puedan dar
explicitamente en términos de una capacidad calorifica determinada, y de varias derivadas
parciales que se obtienen a partir de la ecuacion de estado. Puede ser 1til recapitular estas
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técnicas en un conjunto de recetas, que el lector podra aplicar a cada caso especifico que se
le presente. Para no complicarnos daremos nuestras recetas para un sistema en cuya
descripcion intervienen T, S y un par de variables mecanicas que tomaremos como —p y V.
Podrian ser también el campo magnético H y la magnetizacion M para un sistema
magnético, la tension | y la longitud L para un resorte, etc.. Es facil generalizar nuestras
férmulas para el caso en que varios pares de variables mecanicas estan presentes.

T G —-p
F H
V E S

Nos ayudaremos mediante una técnica mnemonica basada en la Fig. 7.2. Las cuatro
variables T, S, —=p y V se encuentran en los vértices del cuadrado y los cuatro potenciales
termodindamicos asociados estan en los lados, de modo que las variables naturales de un
dado potencial le son adyacentes. Las flechas relacionan las otras variables con las derivadas
parciales del potencial, y la direccion de las flechas indica el signo. Por ejemplo

(%) =T (ﬁj =—p ,etc. (7.99)
s ),  \ov ), poete 7

Las flechas indican también la naturaleza de las varias relaciones de Maxwell, por ejemplo

(GVJ 0S
— | =—| — | ,etc (7.100)
or),” v ),

En este caso las flechas conectan el numerador de la derivada parcial con el
subscripto que indica la variable que se mantiene constante en la derivada parcial, y su
direccion indica nuevamente el signo.

Con la ayuda del diagrama podemos formular una estrategia para expresar
cualquier variacion de una variable termodindamica en términos de cantidades que se
pueden determinar experimentalmente, tales como

CV,p , (Z—‘;j :Vap , % =-VK, , (%] =pa, (7.101)
p T v
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es decir una capacidad calorifica y cantidades que provienen de la ecuacion de estado que
vincula (p, V, T). Tanto C,, como C}, se pueden considerar como basicos (generalmente C,,

es el que se determina experimentalmente):

H
CV — (@j — T(ﬁj , Cp = (a_) = T(@j (7_102)
oT )y oT )y or ), or ),
y su relacion esta dada en términos de cantidades que se obtienen de la ecuacion de estado

(ver arriba):
oV
C,-C, = (@J (—) —pVTaa, 7109
oT ), \oT ),
Es facil verificar que las propiedades termomecanicas &, , &,y K no son independientes,

sino que entre ellas se cumple la relacién

P__ 7.104
a, K, P )

de modo que basta conocer dos de ellas. A continuacién recordamos las tdcticas que
podemos usar para expresar una cierta derivada parcial dada en términos de cantidades
medibles.

(a) Reemplazar las derivadas parciales de los potenciales respecto de sus variables
adyacentes en la Fig. 7.2 por sus variables relacionadas (siguiendo las flechas, por ejemplo:

(GF/aT), =-S5, etc).

(b) Reemplazar una derivada parcial de un potencial con respecto de una variable no
adyacente, que se puede obtener de su ecuacién basica. Por ejemplo, de dF =-SdT- pdV
podemos obtener

(GPJ (OTJ (GFJ (GTJ (8‘/)
— | ==S|—| -p ., |==| =-S5 = | —p| == |, etc. (7.105)
oV Js oV Js oS ), oS ), oS ),

(c) Usar una o mas de las relaciones de Maxwell (que podemos recordar usando la Fig. 7.2).
(d) Usar las propiedades basicas de las derivadas parciales, por ejemplo, que si z=z(u) y
u=u(x,y), se tiene que

=) _(au/&)y_”(axj ’ (@Cj o e A
y ¥ z

ox), (eujez), \eaz), \oy). (oz/ex),
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0 [ oz 0 (62)
—| = | === | @107
8x(8yj {Oy ox /,,

X y X

Con la ayuda de estas tacticas, las estrategias convenientes son:
(1) si un potencial es una variable independiente en la derivada parcial dada, transformarlo
en variable dependiente usando (d) (“llevarlo al numerador”) y entonces usar (a) o (b) para
eliminar el potencial.
(2) si la entropia es una variable independiente en la derivada parcial dada, o de resultas del
paso anterior, llevar S al numerador y eliminarla usando (c) o bien las (7.106) y (7.107).
(3) si las derivadas parciales medidas en la ecuacién de estado tienen a V en el numerador,
usar (d) en el resultado de aplicar los pasos anteriores para llevarlo al numerador.
(4) sila ecuacion de estado es de la forma p=f(V,T), llevar p al numerador.

El resultado de estos procesos sera una expresion de la derivada parcial que nos
interesa en términos de cantidades medidas o medibles.

173



ACALON.RFH TEMA 5: TERMODINAMICA Y FiSICA ESTADISTICA

p="t, v=—"C0 == (104
Pc Ve T.

y sustituimos en la (9.1)resulta

( +ij(v—l)—§r (10.5)
PN T3) T

Esta ecuacién sélo contiene constantes numeéricas y por lo tanto es independiente de la
sustancia. Los estados determinados por los mismos valores de p, V y T se denominan
“estados correspondientes”, y la ec. (10.5) se suele llamar ecuaciéon de los estados

correspondientes.

5.10.3 La ecuacion de estado virial
Esta es una ecuacidn muy importante, que se escribe en la forma de una serie
infinita:

~2
0

pE:RT(1+§+£+ .......... j(10.6)
Los coeficientes B, C, ... se denominan coeficientes viriales y dependen so6lo de T. Otra forma
de la ecuacién virial, de uso frecuente es:

po=RT+Bp+Cp* +.... (10.7)
Donde los coeficientes B’, C’, ... también dependen sdlo de la temperatura. Siempre que
tratemos la (10.6) y la (10.7) como series infinitas (y no polinomios) se puede demostrar que

hay una relacién bien definida entre sus coeficientes:

B=B" C=B?+RTC,etc. (10.8)

Aunque a primera vista pareceria que la ecuacion virial no es mas que un ejemplo
del método usual de representar funciones complicadas mediante series infinitas, es mucho
mads que eso, pues tiene una firme base tedrica y cada coeficiente virial tiene una
interpretacion fisica bien definida en términos de las interacciones entre las moléculas del
gas. En la practica, no se puede usar la serie completa porque solamente se conocen un
numero finito de valores experimentales, y porque es muy dificil calcular tedricamente los
coeficientes viriales mas elevados. Por ese motivo se usan sélo pocos términos de la serie, y
ésta se emplea Unicamente para presiones y densidades moderadas, donde converge
rapidamente. Insistimos sin embargo que todo esto es irrelevante a los fines de la
Termodinamica. Ademas de las ecuaciones de estado mencionadas, se han propuesto
muchas otras, algunas de las cuales pueden ser mas utiles en determinadas circunstancias

para representar datos empiricos. Pero las que hemos considerado tienen cierta importancia
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fuera del dmbito termodindmico: la ecuacién virial porque se funda en la teoria molecular
de la materia, y la ecuacion de van der Waals porque pese a su sencillez describe
correctamente el comportamiento cualitativo de los fluidos. Como ilustracion vamos a
calcular el efecto de la presion y el volumen sobre las capacidades calorificas de un gas real,

y el coeficiente de Joule-Thomson de un gas real.

5.10.4 Las capacidades calorificas de un gas real

Aqui usaremos la ecuacion de van der Waals. Recordemos que para un gas ideal
tanto c”p como ¢"ydependen solo de la temperatura. Estudiaremos primero (8Ev / aﬁ)T, que

por la (7.52) es
~ 2
(‘l] :T(azj (10.9)
00 )r or- ),

Si escribimos la ecuacion de van der Waals en la forma
= RT - (10.10)
P e

vemos en seguida que (apz/ AT'= 0. Luego para un gas de van der Waals ¢" es funcién solo

de la temperatura, igual que para un gas ideal.
Sin embargo, la situacion es muy diferente para ¢”,. De la ec. (7.53) tenemos

oc 25
“ :T(GZJ (10.11)
v ), or” ),

J diferenciamos la (10.10) a presién constante
P

R RT 2a (827)
0=—| ——-= | =| 1012

0v

Esta ecuacién se puede resolver para (—) y luego diferenciar nuevamente. Resulta una
P

2~

Para calcular [ T2

y . . 0’d o0 -
expresion bastante complicada que contiene a y Esta dltima se puede
P P

oT? oT

eliminar usando la (10.12) y finalmente obtenemos:

[%l B 1{4; 2 [5—:)3 B(%)—l}[—l%(%)zy (10.13)

Si eliminamos a y b a favor de v” .y T se obtiene la forma equivalente
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5 _ B B ~ - -3
%, ) _ 915 (1_0_6)3 F( _U_Cj_l} _12ﬁ[1—v—(7)2 (10.14)
op ; 2 T? 30 2 30 4 To 30

Esta expresion complicada muestra que para un gas de van der Waals, ¢” ,depende del

c
volumen (o la presion), ademas de depender de la temperatura. El signo de (—p] puede
T

oc

ser positivo o negativo y [—pJ puede incluso diverger si se anula el tltimo corchete de la
T

(10.13) o de la (10.14).
5.10.5 El coeficiente de Joule-Thomson

En este caso usaremos la ecuacién de estado virial. De la ec. (7.73) tenemos

c —T(@j -0 (10.15)
Hr=ar ), |

oo
Diferenciamos la (10.7) para encontrar (—j
oT ),

(65) R dB dc’
— | ==+ —+p——+.. (1016
or), P dT ~dT

y de aqui obtenemos

dB’ ac’
¢ =—| B-T— |- C'-T— |+.... (1017
Her ( de P ( de (1047

El coeficiente de Joule-Thomson puede ser tanto positivo como negativo, segiin sean los

valores de v’y T(@] . Para un gas ideal es nulo, como se ve de la (10.17), pero para todo
p ),

gas real depende en general de la temperatura y la presion. Para una presion dada, el valor
para el cual y cambia de signo se denomina el punto de inversion de Joule-Thomson. El limite
de presion nula del punto de inversion se denomina temperatura de inversion de Joule-
Thomson. Si representamos en un diagrama T -p a los puntos de inversion se obtiene la
curva de inversion (ver Fig. 10.3). Por supuesto, la ec. (10.16) solo describe la parte superior,
de presiones bajas, de la curva de inversion. Si se quiere describir el comportamiento de los
gases reales a presiones altas es necesario incluir mas coeficientes viriales. La regién donde
u>0es aquella en la cual la temperatura del gas disminuye en una expansion de Joule-
Thomson.

Por encima de la temperatura de inversion T el gas no se puede enfriar mediante

una expansion de esta clase (algunos valores de T, ;son 621 K para nitrogeno y 202 'K para
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La intensidad de la fuerza entre los quarks es mayor que la fuerza nuclear; pero esta ultima
es consecuencia de la primera. Las interacciones entre quarks se llaman cromodinamicas,
porque son debidas al “color”.

Supersimetria: Nexo entre bosones y fermiones
La supersimetria seria la simetria que nos permitiria pasar de un fermion a un bosén y

viceversa.

Particula Espin Compafera supersimétrica Espin
Foton 1 Fotito Ya

W= 1 Wino Ya

Z0 1 Zino Va
Gluones 1 Gluinos Va
Quarks 2 Esquarks 0
Leptones ' Esleptones 0

Si la supersimetria estuviese presente a las energias actuales, la masa del es-electron seria la
misma que la del electrdn, y atin no ha sido detectada ninguna particula asi, se dice que la
supersimetria esta “rota”.No hay hasta ahora evidencia experimental del resto de las
particulas supersimétricas.

Tablas de particulas
Leptones:Los valores de masa, espin y vida media son iguales para particulas y

antiparticulas, pero la carga eléctrica y el nimero lepténico tendran valores opuestos. El n®
bariénico es nulo.

Fecha Particula  Carga Masa Espin Vida Numero
(Descubrimiento) eléctrica  (MeV/c?) media (leptonico)
(segundos)
1897 e -1 0.51 %) Estable Le=1
1953 Ve 0 <17-10 %) Estable Le=1
1936 s -1 105.66 Vs 2.2:10¢ L.=1
1961 Vi 0 <0.27 Vs Estable Lu=1
1975 T -1 1784 Ya 3-108 L=1
Vi 0 <35 %) ? L=1

Bariones estables (hadrones): Tienen n® baridnico igual a 1.Las antiparticulas tendran
valores de masa, espin, y la vida media iguales a los de las correspondientes particulas; las
cargas eléctricas tienen valores opuestos, y el n? baridnico igual a -1; en cuanto a los
constituyentes , basta sustituir quarks por antiquarks. La paridad intrinseca de las particulas
de la tabla es igual a 1; y la de las antiparticulas correspondientes igual a -1.
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Particula Masa Espin Vida media Composicion Carga
(MeV/c?) (segundos) en quarks eléctrica

P 938.27 Va >5-1022ano0s uud 1

n 939.57 % 888.6+3.5s udd 0

A0 1115.6 % 2.6-1010 uds 0

> 1189.4 Va 0.8-10-10 uus 1

Yo 1192.5 Va 7.4-1010 uds 0

> 1197.4 Va 1.5-100 dds -1

=0 1314.9 % 2.9-1010 uss 0

B 1321.3 % 1.6:10-10 dss -1

Q 1672.4 3/2 0.8-10-10 sss -1

Act 2285.0 Va 1.8-100 udc 1

Mesones estables (hadrones) Los mesones tienen nimero barionico igual a cero. La
paridad intrinseca es igual a -1. Las particulas 7t y ) coinciden con sus antiparticulas.

Particula Masa Espin Composicién  Vida media Carga

(antiparticula) (MeV/c? en quarks (segundos) eléctrica

v (70) 139.57 0 gu(gd) 2.6:108 1(-1)

70O 134.97 0 wuldd 0.8-106 0

K-(KY) 493.6 0 us(us) 1.2-10% -1(1)

K° (Ko 497.6 0 c_ls(d§) 0.9-1019(Ks) 0
5.2:108(Kv)

n 548.8 0 wuldd/ss 0.7-10-8 0

Resonancias mesodnicas: N° bariénico=1 Paridad intrinseca=-1

Particula Carga Masa(MeV/c?) Espin Vida Media  Composicion
eléctrica (segundos) en quarks

o -1 770 1 0.4-10» du

o0 0 770 1 0.4-10% un | dd

o 1 770 1 0.4-10» du

w 0 783 1 0.7-10 uit ] dd | s5
n’ 0 958 0 2.7-102 uit 1 dd | ss
D 0 1020 1 1.5:102 wir ] dd | s5
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disipada por efecto Joule en una resistencia R por una corriente alterna durante un periodo
de tiempo T puede calcularse como

T
We, = [P()dt
0

donde P(t) es la potencia instantanea disipada en la resistencia, que viene dada por el
producto de la intensidad por la tension, esto es:

P =10V (1)
Dado que la caida de tensién en la resistencia es V(t) = RI(t), la energia disipada por
la corriente alterna en esta resistencia puede escribirse como

T
T
Wey = IoR [cos’ (ot + p)dt = ]jRE =I2RT
0

que es precisamente el valor de la energia disipada por efecto Joule durante un periodo de
tiempo T en dicha resistencia R si esta fuese recorrida por una corriente continua de valor I,
esto es,

Wee =1, RT

7.6.5. Analisis fasorial de circuitos de CA

Dado que el estudio de la corriente alterna implica el tratamiento de funciones con
una dependencia temporal de tipo armonica, la introduccion de los fasores asociados a estas
funciones simplificara enormemente el calculo matematico necesario. A una funcién

armoénica /() =1, cos (a)t + go) se le hace corresponder un fasor I:

I)—1
que viene dado por

I=1e"
de modo que

I(1)=Re(Ie")
Una propiedad muy ttil para el presente tema es la que relaciona la derivada

temporal de una funciéon armonica con su fasor asociado, esto es,

ae ., jol
dt

7.6.5.1. Expresiones fasoriales para resistencia, condensador y bobina.

Haciendo uso de las relaciones fasoriales apropiadas es posible expresar las
relaciones fundamentales para resistencias, condensadores y bobinas en la siguiente forma:
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e Resistencia.
La relacion puede expresarse en forma fasorial simplemente como

I=

= I

o bien como

e Condensador.
Para el condensador, haciendo uso de la propiedad, la relacién puede expresarse como

[ = joCV
o equivalentemente
. 1 -
V = - 1
jooC
La expresion anterior suele también escribirse como
V=-—jX.I
Donde
1
Xe=——
wC

se denomina reactancia capacitiva y se expresa en ohmios (Q). Esta magnitud depende de la
frecuencia tendiendo a cero para frecuencias muy altas y a infinito para frecuencias muy
bajas.

Esto se manifiesta en el hecho de que para frecuencias bajas el condensador se
comporta como un elemento que apenas deja fluir la corriente mientras que a frecuencias
altas casi no impide la circulacion de la corriente.

e Bobina.
La relacion para la bobina puede expresarse en forma fasorial como

V= joLl
Si se define la reactancia inductiva, X:, como

X, =L
la expresion fasorial puede también escribirse como
V=jx,1

La reactancia inductiva viene dada en ohmios y es un parametro que depende linealmente

con la frecuencia, de modo que tiende a cero para frecuencias bajas y a infinito para
frecuencias altas.

Podemos afirmar entonces que la bobina se comporta como un elemento que se
opondria al paso de la corriente a medida que la frecuencia de ésta aumenta.
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Es interesante observar que las relaciones tension/intensidad para el condensador y
la bobina fueron expresadas en el Apartado 7.6.2 mediante expresiones diferenciales han
podido ser ahora reescritas como simples expresiones algebraicas mediante el uso de sus
fasores asociados.

Es mas, se ha encontrado que el fasor Vv siempre puede relacionarse linealmente con el
fasor I mediante un parametro genérico Z,

V=7
que denominaremos impedancia y que, en general, es un niimero complejo (notar que NO
es un fasor):

R Resistencia

Z =4—jX. Condensador Impedancia de una resistencia, condensador y bobina

JjX, Bobina

7.6.5.2. Reglas de Kirchhoff

Las reglas de Kirchhoff junto con las relaciones tensién/intensidad en los distintos
elementos que constituyen los circuitos nos permitiran determinar el comportamiento de las
magnitudes eléctricas en corriente alterna. Las reglas de Kirchhoff fueron introducidas en el
apartado 7.2 para los circuitos de corriente continua, donde suponiamos que se habia
establecido una situacién estacionaria (es decir, las magnitudes no variaban en el tiempo).
En los circuitos de corriente alterna supondremos que las reglas de Kirchhoff siguen siendo
validas para cada instante de tiempo. En consecuencia podemos expresar las reglas de
Kirchhoff de la siguiente manera:

e Regla de kirchhoff para la tension

RO WAOE A

donde Vij(t) es la caida de potencial en el elemento j-ésimo y €i(t) es la i-esima fem del

recorrido.

1
Vi) Vi) Vi V()

En el ejemplo mostrado en la figura adjunta, la regla nos dice que
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VL) =V, ()= V,(0)+ V() +V,(6)] = [~&,(t) + £,(0)]

e Regla de kirchhoff para las intensidades
N
D I(1)=0
i=1

esto es, en cada instante de tiempo, la suma de todas las intensidades que llegan y salen de
un nudo es cero.

Las anteriores reglas pueden también expresarse en forma fasorial, adoptando
entonces la siguiente forma:

e Regla de Kirchhoff fasorial para la tension

I712 :Zi/_zgi
J i

o, equivalentemente,

@:22@—25
Jj i

donde Zj es la impedancia del elemento j-ésimo recorrido por la intensidad fasorial I ;

En el ejemplo de la figura (siguiendo los criterios de signos ya explicados para los circuitos
de corriente continua), obtenemos

1712 :Zlil _szz +(Z3 +Z4)]~3 _[_51 +§2]

e Regla de Kirchhoff fasorial para las intensidades

N ~
> 1,=0
i=1

es decir, la suma de todas las intensidades fasoriales que llegan y salen de un nudo es cero.

7.6.5.3. Circuito RLC serie

Debemos observar que las reglas de Kirchhoff tal como han sido establecidas
anteriormente son “idénticas” a las reglas establecidas para corriente continua,
considerando que ahora tenemos fasores e impedancias en vez de numeros reales y
resistencias. Como un ejemplo sencillo de aplicacién de las leyes de Kirchhoff fasoriales
consideraremos a continuacion un circuito RLC serie en corriente alterna.
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8.5.2.4. Polarizacion del transistor

Polarizar un transistor bipolar implica conseguir que las corrientes y tensiones
continuas que aparecen en el mismo queden fijadas a unos valores previamente decididos.
Es posible polarizar el transistor en zona activa, en saturacion o en corte, cambiando las
tensiones y componentes del circuito en el que se engloba.

El transistor bipolar se emplea en numerosas aplicaciones, y en infinidad de
circuitos diferentes. Cada uno de ellos lo polariza de forma determinada. En este apartado
se abordar4d la polarizacion del transistor mediante una red de resistencias.

Supongamos que se quiere polarizar un transistor bipolar en zona activa. Se ha de
conseguir que sus tensiones y corrientes cumplan las condiciones de estar en activa:

Ve =0,7V., V.. > 0,2V . Una primera opcion seria usar el siguiente circuito.

Vee

Podemos ver como conseguimos polarizar la unién base-emisor mediante una
resistencia R conectada a alimentacién. Por la base del transistor circulara una corriente

sat

. Vee =V, .
igual a %, y en colector-emisor tendremos V., =V . >V,

Este primer circuito tiene como inconveniente por un lado que el transistor nunca se

podria polarizar en saturacién, pues no se puede conseguir que V. =0,2V siendo
V. =0,7V ; y por otro lado la excesiva disipacion. Un circuito un poco mas complejo, y con

el que se puede conseguir polarizar al transistor en las tres regiones de funcionamiento es el
siguiente.

0 Ve

Ee

S

Vemos que en este caso la tensidén colector-emisor depende directamente de la
corriente de base V., =V,.. - fI,R., y dicha corriente se fija actuando sobre la resistencia de
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Ve — . . .
base I =%. Para polarizar el transistor en cada una de las regiones se pueden
B

emplear las dos ecuaciones mencionadas y aplicar las restricciones de cada region.

Cuando se pretende que la polarizacion sea estable (es decir, que no varie con
factores externosl), se usan redes de polarizacién mas complejas, que fijan la tensién en
base, como por ejemplo esta.

0 Ve
B¢
Ra;
Br
Bl RE

—_— —

8.5.2.5. Ejemplo de resolucion de ejercicio de polarizacion

Dado el circuito de la figura, y a partir de los datos suministrados, calcular todas las
corrientes y tensiones.

DATOS: v

Activa Ve = 0.6V CC
=99

Saturacion Vee= 0.8V R B1 R C
Vce=0.2V

Rc=1K Re =560 Q

Re1=47K Re2 = 56K

Vecc=12V

R B2 R E

Siempre, a la hora de resolver un ejercicio de polarizacion con transistores bipolares,
el primer paso es realizar una suposicion sobre el estado en el que se encuentra el transistor
(o los transistores si hay varios). Los estados posibles son activa, corte o saturacion. En
general, a no ser que la experiencia nos indique lo contrario, supondremos que el transistor
estd en activa, y a partir de ahi comenzara la resolucion del ejercicio.
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Una vez decidido que suponemos activa, resolvemos el circuito y se pueden presentar dos

casos:

e que se compruebe que el transistor esta en activa, con lo que habremos terminado

e que las corrientes y tensiones resultantes sean imposibles; en este caso la suposicion de
activa sera incorrecta, elegiremos otro estado (corte o saturacién), y volveremos a
resolver.

En nuestro caso, una vez supuesto activa, el siguiente paso es analizar:
e de qué datos se dispone, y
e qué podemos averiguar a partir de dichos datos.

Primera aproximacion a la resolucién
Observemos la figura. En ella se encuentran marcadas las diferentes tensiones y corrientes
presentes en el circuito. De estas tensiones y corrientes s6lo conocemos 2, que vienen dadas
por los datos (recordemos la suposicion de activa):
Ve =0,6V y Voo =12V

Ademas, sabemos que, por estar el transistor en activa, se cumplen las siguientes relaciones:

Io=p-1, I,=(B+1)-1,
A partir de los datos anteriores hemos de plantear las ecuaciones que nos lleven a la
resolucion del ejercicio. Por ejemplo, podemos plantear las siguientes ecuaciones:

Vo=V +1, R,
Ve =V =15 - Ry,

Iy =1y+1,,
V,
[B2ZR_B
B2
I, =(p+1)1,
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Este sistema de ecuaciones tiene 5 incognitas (IB, IE, VB, IB1 e IB2). Despejando se resuelve
el sistema y todo el circuito. Sin embargo este tipo de aproximacion no resulta practica, pues
nos obliga a desarrollar bastante calculo matematico que puede conducir a errores.

Segunda aproximacioén a la resolucion

Vamos ahora a intentar resolver el circuito de una forma mas sencilla. Empezamos en el
punto en el que se inici6 la primera aproximacion, es decir, supuesto activa, y conocidas
algunas tensiones y relaciones en el circuito, pero en este caso el estudiante con cierta
practica puede abordar el problema aplicando Thevenin al circuito de la base del transistor,
y obteniendo la figura siguiente.

En esta figura la tension y resistencia de Thevenin se obtienen:

Vo VR K
"R, + R, 47K +56K
Ry Ry, _ 56K-47K

Ry +R,, 56K+47K

6,5V

R, =R, //R,, = K6

T
\’TH

Y a partir de estos valores podemos plantear directamente una ecuacién que resuelva la
corriente de base, de la siguiente forma (teniendo en cuenta la relacién que existe entre
corriente de emisor y de base):
VTH =IB ‘RTH +VBE +IE ‘RE = VTH = IB 'RTH +VBE +(ﬂ+1)'13 'RE
Ve =V, -
I, = Ve 6,5V -0,6/ 72,34
Ry +(B+1)-R,  25K6+(99+1)-560Q2

Una vez conocida la corriente de base, el resto de corriente y tensiones se obtienen
inmediatamente:
I.=pB-1,=99-72,3uA="7,16mA
I, =(B+1)-1,=100-72,3u4 =7,23mA
Y a partir de estos valores se obtienen el resto de tensiones del circuito, es decir:
V,=1I, R, =7,23mA-560Q = 4,1V
Vg =Vie—1.-R.~V, =12V =7,16mA-1K — 4,1V = 0,74V

Comprobaciones finales

Una vez resuelto hemos de comprobar que la suposicién hecha al principio era
correcta, es decir, que el transistor efectivamente se encontraba en activa. Para realizar esta
comprobacion basta con observar que todas las corrientes y tensiones obtenidas son
coherentes, y ademds que se verifica que Ve, >V, .
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11.1.3.1. Suma Binaria.

La suma de dos cantidades binarias empieza con la suma de los dos digitos menos
significativos de los sumandos y un acarreo inicial de cero 6 uno (Acarreo Ci:). Esta
operacién puede producir un bit de acarreo (Acarreo Cou) para la suma de la siguiente
posicion significativa. En la tabla 11.1.4. las entradas A, B y Cin denotan al primer sumando,
el segundo sumando y el acarreo de entrada. Las salidas S y Cout representan a la suma y el
acarreo de salida.

Sumando A/Sumando B|Acarreo Cin/Acarreo Cout/Suma S
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Tabla 11.1.4. Suma binaria

Ejemplo
Efectuar la suma de 010110 y 101010.
11111 Acarreo Comprobacion en decimal:
010110 22
+ 101010 + 42
1000000 64 (29

La suma de 2 magnitudes binarias en representacion de complemento a 2, da como
resultado la suma binaria en complemento a 2.

11.1.3.2. Resta Binaria.

En la resta binaria, los bits del minuendo de las columnas se modifican cuando
ocurre un préstamo. En la tabla 11.1.5. las entradas A, B y Bin denotan el minuendo, el
sustraendo y el bit de acarreo. Las salidas D y C representan a la diferencia y el acarreo. La
tabla muestra los resultados de una resta binaria de dos bits,
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Minuendo A |Sustraendo B|Acarreo Bin Acarreo CDiferencia D
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

Tabla 11.1.5. Resta binaria

Para A=0, B=0 y Biw=1, hay que tomar prestado un 1 de la siguiente columna mas
significativa, lo cual hace P=1 y agregar "en decimal" 2 a A. La resta 2-0-1=1, da como
resultado en binario D=1. Los acarreos se propagan hacia la izquierda de columna en
columna.

Ejemplo

Restar 10012 de 100112.

1

10011
-01001

01010

11.1.3.3. Desbordamiento.

El desbordamiento se presenta cuando la suma de la columna mas significativa
genera un acarreo. El desbordamiento so6lo se puede producir cuando ambos nimeros son
positivos o negativos.

Ejemplo

Efectuar la suma de 86510 y 41210.

1 Acarreo
865
+ 412
1207
1
Desbordamiento
Ejemplo 2
Efectuar la suma de 1102 y 1102.
11 Acarreo
110
+ 110
1100

1

Desbordamiento
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microprocesador tomard una a una las instrucciones que lo componen e ird realizando las
tareas correspondientes.

Se denomina ciclo de instruccién al conjunto de acciones que se llevan a cabo en la
realizacién de una instruccién. Se compone de dos fases:
Fase de buisqueda: En esta fase se transfiere la instruccién que se va a ejecutar desde la
memoria central a la unidad de control.
Fase de ejecucion: Consiste en la realizacion de todas las acciones que conlleva la propia
instruccion.

11.2.1.5. tecnologias CISC y RISC.

Una forma de clasificar los microprocesadores es en funcion de las instrucciones
que son capaces de ejecutar. Podemos encontrar dos tipos:

CISC (Complex Instructions Set Computer), Ordenador con un conjunto de
instrucciones complejo.

RISC (Reduced Instructions Set Computer), Ordenador con un conjunto de
instrucciones reducido.

Si un microprocesador entiende y ejecuta muchas instrucciones (cientos de ellas), se
trata entonces de un microprocesador CISC. En cambio, si el microprocesador entiende y
ejecuta muy pocas instrucciones (decenas de ellas), se trata entonces de un microprocesador
RISC.

Un micro CISC tarda mucho tiempo en ejecutar cada una de las instrucciones. En
cambio, un micro RISC, como sdlo entiende unas cuantas, su disefio interno le permite
ejecutarlas en muy poco tiempo, y a una gran velocidad, mucho mas rapido que un micro
CSIC.

Cuando se desee que un microprocesador RISC ejecute cierta instrucciéon que no
entiende, ésta se descompondria en varias instrucciones de las sencillas que si entiende.
Aun asi, es capaz de operar mucho mas rapido que el micro CSIC.

Practicamente todos los microprocesadores que se utilizan en los ordenadores
personales son de tecnologia CSIC, poco a poco, van abandonando esta tecnologia y la
sustituyen por tecnologia RISC.

11.2.2. Unidad de Control (UC).

La UC se encarga de administrar todos los recursos de la computadora y dirigir todas
las sus actividades controlando cada elemento y cada accién, y estableciendo la
comunicacion entre la ALU, la memoria principal (MP) y el resto de componentes. La UC
dirige la informacién a las distintas unidades en el momento adecuado mientras el
procesador ejecuta cada una de las instrucciones de un programa. De forma mas especifica,
las funciones de la UC son:

e Controlar la secuencia en que se ejecutan las instrucciones

e Controlar el acceso del procesador (CPU) a la MP
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e Regular las temporizaciones de todas las operaciones que ejecuta la CPU

e Enviar sefales de control y recibir sefiales de estado del resto de las unidades

La UC detecta las senales eléctricas de estado (mediante el Bus de Control) procedente
de los distintos mddulos del ordenador, que le indican el estado, situacién o condicién de
funcionamiento de cada mddulo. Capta de la memoria las instrucciones del programa y, de
acuerdo con el codigo de operacién de la instruccion en curso y con las senales de estado,
genera las sefiales de control necesarias para que las distintas unidades se pongan a
funcionar para permitir la ejecucion de la instruccion.
La Unidad de control dispone de los siguientes elementos para realizar sus funciones:

e Contador de Programa (CP): Contiene en cada momento la direccion de memoria
donde se encuentra la instruccion siguiente a ejecutar. Al iniciar la ejecucion de un
programa toma la direcciéon de su primera instruccion. Incrementa su valor en uno
automaticamente cada vez que acaba una instruccion, salvo que ésta sea de salto o de
ruptura.

e Registro de Instruccion (RI): Dedicado a memorizar temporalmente la instruccién que
la UC esta interpretando o ejecutando en ese momento. El programa que se esta ejecutando
reside en MP y la UC va buscando y captando las instrucciones secuencialmente, para
interpretarlas y generar las 6rdenes de ejecucion. La captacion de una instruccion implica
leerla de la memoria y almacenarla en el registro de instruccion. La instruccion que se esta
ejecutando lleva consigo un cddigo de operaciéon (CO) y unos operandos o la direccion de
los mismos.

e Decodificador (D): Es el que interpreta realmente la instruccion. Se encarga de extraer
el CO de la instruccion en curso, lo analiza y emite las sefales necesarias al resto de
elementos para su ejecucion a través del secuenciador.

e Reloj (R): Proporciona una sucesion de impulsos eléctricos o ciclos a intervalos
constantes, que marcan los instantes en que han de comenzar los pasos de que consta cada
instruccion. De esta forma, se sincronizan todas las operaciones elementales de la
computadora. La frecuencia de este reloj, medida en MegaHercios - Mhz - es un parametro
que determina en gran medida la velocidad de funcionamiento de la computadora.

e Secuenciador (S): En este dispositivo se generan oOrdenes muy elementales
(microdrdenes) que sincronizadas por el reloj hacen que se vaya ejecutando poco a poco la
instruccion que esta cargada en el registro de instruccion.

11.2.3. Memoria RAM y ROM
11.2.3.1. ;Qué es la memoria RAM?

Es la memoria de acceso aleatorio (Random Access Memory). Se llama de acceso
aleatorio porque el procesador accede a la informacién que esta en la memoria en cualquier
punto sin tener que acceder a la informacién anterior y posterior.
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En la mecanica clasica, la fuerza gravitatoria es una accidon a distancia que, de
manera muy aproximada, podemos suponer se transmite de forma instantanea, sin
necesitar de ningin medio material para ello. Asi, cada masa M crea un campo de fuerzas

gravitatorio, campo vectorial caracterizado en cada punto por una intensidad i:
def
i=—G—r
r

La fuerza ejercida sobre un cuerpo de masa m sera el producto de ésta por la intensidad del
campo,

M

Figura 1.3: Atraccién gravitatoria entre dos masas M y m, situadas a distancia r

La teoria de la relatividad general elimina las fuerzas gravitatorias; para ello,
interpreta el efecto de las masas como una modificacion a la métrica espacio-tiempo, que
resulta ser Riemanniana en lugar de Euclidea. Asi, en esta nueva métrica, las trayectorias de
las particulas corresponden a las geodésicas del espacio-tiempo, que vendrian a ser las
ecuaciones horarias del movimiento.

12.1.4.3. Masa Gravitatoria y Masa Inerte.

En principio, el concepto de masa que interviene en la ley de la gravitaciéon no
tendria porqué coincidir con la masa empleada para la ley II de Newton; en el primer caso
sirve para definir la fuerza gravitatoria, mientras que en el segundo define la fuerza de
inercia. Podemos distinguirlas por tanto denominandolas mgs (masa gravitatoria) y mi (masa
inerte).
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Existe, sin embargo, una observacion experimental: en la superficie de la tierra
todos los cuerpos caen en el vacio hacia el suelo con la misma aceleracion (g). Sea un cuerpo
cualquiera en la superficie de la tierra; su peso es

Mym
v=CT

donde M; y mg son las masas respectivas (gravitatorias) de la Tierra y del cuerpo, R es el
radio de la tierra (suponemos el cuerpo a una altura h pequena, por lo que R+ h=R), y G es
la constante de la gravitacion universal.
Empleando la segunda ley de Newton, se puede relacionar el peso con la
aceleraciéon que experimenta el cuerpo:
W = mig;

siendo mi la masa (inercial) del mismo. Igualando ambas expresiones de w se obtiene:

m; MG
My qH?
e’
constante

Asi, el cociente mi/mg permanece constante. Ya que G es una constante cuyo valor puede ser
cualquiera, es posible elegir el mismo de forma que este cociente sea la unidad. De esta
forma, ambas masas tendrian siempre igual valor:

Mi=mg

Para ello, el valor de la constante de la gravitacion universal ha de ser

Consideraciones sobre el universo. Supongamos que el universo tiene un tamano finito, y
que, de forma aproximada, se puede idealizar como una esfera, con una distribucion de
masa de densidad media .. Sea un cuerpo de masa m, situado a una distancia R del centro
de dicha esfera; este experimentaria una fuerza atractiva hacia el centro del universo de
valor:
4 - ymG 4
F= g*.rrR o) = E*.rrp'.rnG'R.

——
masa esfera

Asi, todos los cuerpos del universo experimentaran una aceleracion hacia el centro
de aquél de valor creciente proporcionalmente a su distancia R. Si esto fuese asi, desde un
punto distinto del centro del universo se observaria un movimiento diferente de las estrellas
y galaxias segun las distintas direcciones de observacion; en la direccién del radio creciente,

10
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la aceleracion seria mayor, mientras que en la opuesta disminuiria. Sin embargo, esto no

parece concordar con las observaciones experimentales medidas desde la Tierra.

(Cémo se puede explicar esto, admitiendo que el universo es finito? Una posible
explicacion seria una teoria antropocéntrica, segin la que el planeta Tierra tendria el
inmenso privilegio de estar situado justo en el centro del universo. De esta forma, nuestras
observaciones deberian ser iguales en cualquier direccidn, ya que todas serian radiales.

Sin embargo, fuera de creencias pseudo-religiosas, la teoria antropocéntrica parece
poco probable. Mas bien, la observacion anterior podria explicarse por una de las siguientes
dos hipdtesis:

1. El universo es homogéneo, isotropo e infinito. Sin embargo, esta suposicion es
incompatible con la teoria, generalmente aceptada en la actualidad, del “Big-Bang”
como origen del universo. Esta primera explosion primigenia ocurri6 al parecer hace
unos diez mil millones de afios, lo que establece un limite para el tamafio del universo.

2. El universo es finito, pero con una meétrica no euclidea, en la que todos los puntos
pueden considerarse el centro de los demas. Esta ultima hipotesis es la que parece mas
plausible, quedando por discutir el tipo de métrica, para lo cual existen a su vez
distintas teorias.

E. Mach interpreto la accién gravitatoria del resto del universo como responsable de
la inercia de los cuerpos. Asi, seria la masa del universo lejano la encargada de mantener un
cuerpo con velocidad uniforme y rectilinea o en reposo ante la ausencia de otras fuerzas
cercanas. Esto podria ser una bonita teoria, pero Mach lo dejé planteado tan sélo como una
especulacion, que carece de una justificacion rigurosa.

Tipos de fuerzas en el universo. — Las fuerzas gravitatorias no son las tiinicas que existen
en el universo fisico. De forma esquematica se pueden distinguir cuatro tipos
fundamentales de fuerzas, siendo las demds manifestaciones macroscépicas de éstas.

1. Fuerzas gravitatorias. Aunque en la mecanica clasica se consideran como acciones a
distancia, de propagacion instantanea, en la realidad parece que se propagan con
velocidad finita. Esta propagacion se realiza mediante las llamadas ondas gravitatorias.
En la interpretacion dual onda/corptsculo equivalen a las particulas llamadas
Gravitones.

2. Fuerzas electromagnéticas. Estan gobernadas por las ecuaciones de Maxwell del campo
electromagnético. Se propagan mediante las Ondas electromagnéticas, que incluyen la
luz, ondas de radio, etc. Las particulas equivalentes son los Fotones.

3. Fuerzas nucleares fuertes. Son las fuerzas que unen a las particulas en el nucleo
atomico. Intervienen unicamente en la mecanica cuantica. Estan asociadas a las
particulas denominadas Gluones.

4. Fuerzas nucleares débiles. Son las fuerzas que intervienen en la desintegracion nuclear.
Asimismo intervienen en la mecdnica cudntica, y las particulas asociadas son los
Bosones.

11
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12.11.2. Medida de la conductividad térmica

La ley de Fourier afirma que hay una proporcionalidad entre el flujo de energia |
(energia por unidad de 4rea y por unidad de tiempo), y el gradiente de temperatura dT/dx.
La constante de proporcionalidad K es caracteristica del material y se denomina
conductividad térmica.

T

TA _TB

100 J=K——
d

Siendo d la longitud de la barra y (Ta-Ts) la
diferencia de temperaturas entre sus extremos.

Te

La cantidad de calor Q que llega al extremo superior de la barra en el tiempo ¢ es
JAt, siendo A el area de la seccion de la barra.

0=kl 4
d
Este calor se emplea en evaporar una masa m de liquido volatil en el tiempo ¢.
Conocemos calor de vaporizacion es L de dicho liquido (calor necesario para pasar 1 kg de
sustancia del estado liquido al estado gaseoso a la temperatura del cambio de estado).
Q=m-L
Esta masa m de liquido que se ha convertido en vapor a la temperatura Tz de
ebullicién pasa por un tubo refrigerado con agua fria. La condensacion del vapor da lugar a
un volumen V=m/p de liquido. Siendo p la densidad del liquido volatil.
Obtenemos finalmente, la siguiente féormula a partir de la cual despejamos la
conductividad K de la barra metdlica.

T,-T
pW=K;%riAl

Datos
La temperatura Ta=100°C es la temperatura de ebullicién del agua contenida en el
depdsito inferior.
e Liquidos volatiles disponibles:

Liquido | Densidad p | Calor latente L | Temperatura de
(kg/m3) (J/kg) ebullicion Ts (°C)

Acetona | 791 524-10° 56.2

Alcohol | 790 846-10° 78.3

Benceno | 879 396-10° 80.2

Eter 713.5 351-10° 34.6
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e Barras metdlicas disponibles

Metal Conductividad térmica
K (W/m-K)

Aluminio 209.3

Acero 45

Cobre 389.6

Laton 85.5

Plata 418.7

Plomo 34.6

Fuente: Koshkin, Shirkévich. Manual de Fisica Elemental. Editorial Mir 1975.

12.11.3. Difusion unidimensional. Ley de Fick.

e LeydeFick

La experiencia nos demuestra que cuando abrimos un frasco de perfume o de
cualquier otro liquido volatil, podemos olerlo rapidamente en un recinto cerrado. Decimos
que las moléculas del liquido después de evaporarse se difunden por el aire,
distribuyéndose en todo el espacio circundante. Lo mismo ocurre si colocamos un terrén de
azucar en un vaso de agua, las moléculas de sacarosa se difunden por todo el agua. Estos y
otros ejemplos nos muestran que para que tenga lugar el fenémeno de la difusién, la
distribucion espacial de moléculas no debe ser homogénea, debe existir una diferencia, o
gradiente de concentracion entre dos puntos del medio.

Flujo de materia

X

hid =+

Supongamos que su concentracion varia con la posicién al lo largo del eje X.
Llamemos | a la densidad de corriente de particulas, es decir, al nimero efectivo de
particulas que atraviesan en la unidad de tiempo un drea unitaria perpendicular a la
direccion en la que tiene lugar la difusion. La ley de Fick afirma que la densidad de
corriente de particulas es proporcional al gradiente de concentracion

J = —Da—ﬂ
ox
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La constante de proporcionalidad se denomina coeficiente de difusién D y es
caracteristico tanto del soluto como del medio en el que se disuelve.

La acumulacion de particulas en la unidad de tiempo que se produce en el elemento
de volumen S-dx es igual a la diferencia entre el flujo entrante |S, menos el flujo saliente J'S,
es decir

JS—J'S=£S.:£;{

dx
La acumulacion de particulas en la unida de tiempo es

o
Sl —
(Sex) %

Igualando ambas expresiones y utilizando la Ley de Fick se obtiene
dn _ 8
157 - —f con o = —
di dx

Ecuacion diferencial en derivadas parciales que describe el fenémeno de la difusion .
e Difusion unidimensional

Vamos a considerar el problema de la difusiéon unidimensional de una masa M de
soluto, situada en el origen de un medio unidimesional representado por el eje X.

La solucion de la ecuacién diferencial nos da la concentracion en los puntos x del
medio en cada instante de tiempo t.

A exp N
ENJsz 4¢

La cual se puede comprobarse por simple sustitucion en la ecuacion diferencial

nix i =

4]
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13.4. Dinamica relativista.
13.4.1. Expresion relativista del momento.

Partimos de un experimento sencillo, cuyo resultado es evidente: dos particulas con
masas iguales y velocidades opuestas colisionan. Al final las particulas quedan unidas y su
velocidad es nula. En mecénica cldsica, este proceso conserva la masa, el momento y la
energia. Es mas, si cambiamos de referencia, haciendo uso de las transformaciones de
Galileo, se cumplen las misma leyes de conservacion.

No obstante, hemos visto que las transformaciones de Galileo deben ser sustituidas
por las transformaciones de Lorentz. Por ello, el proceso anterior en un sistema de
referencia B que se mueve con respecto a A con velocidad u, el proceso se ve.

Si se considera que P = Z myv , entonces el momento no se conservaria.

Para hacer consistente las transformaciones de Lorentz (que tienen su origen en la
constancia de c) con la conservacion del momento (que tiene su origen en el principio de
relatividad) es necesaria la redefinicion del momento.

Einstein propone la expresiéon p = V para una particula cuya masa en reposo es

momento seria entonces p =m(v) - v.

Vamos a ver que dicha expresion es consistente con las transformaciones de
Lorentz.
En el sistema A, la conservacion de la masa implica que

1

Vi-=

Mg = My (v) + mylv) = 2my

En el sistema B

1 1 1 1

Mpy = My + my = 2myg

f1 - L= 1 /1 (== 1,/1—"2 11—

L T e VA CT Y R sV

Puede comprobarse que, a partir de la relacion de masas del sistema A, se obtiene la
relacién en B
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(1 _ ?_} + my (1 * ?EJ = Mgy L

V-2 -2 Jasm)toe)t s

En el sistema A, la conservacion del momento se da trivialmente. En el sistema B, se tiene

my

mi(v'1) - vi+mz(v2)-v2=-mF (u)-u

es decir,

ma (1 — %) v—u mo(l+%) —v—u

Nl e RV e )

My
2
1 %
\/ -
C

transformaciones de Lorentz. Notese que para v << ¢, es m(v) =mo, y p = mov.

= mp(u) - u

De hecho, la p = v es la unica funcién de la velocidad que consistente con las

13.4.2. Expresion relativista de la energia. Energia en reposo.

La energia cinética es igual al trabajo necesario para llevar a una masa en reposo mo
hasta una velocidad v.

K=W0—u) = fF-t’f:E

De las ecuaciones de Newton,

do
F=m-a=m—

dt

es equivalente a

sim es constante.
Cuando se pasa a una situacion relativista, m depende de v y ambas expresiones no

d,
son equivalentes. La que tiene sentido en un contexto relativista es F = _p En ese caso,

dt
como
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14.5. Proteccion radiolégica.

Proteccion Radiolégica es la disciplina dedicada a la creacién, desarrollo y
aplicaciéon de principios que garanticen que personal expuesto profesionalmente, publico y
pacientes no sufran efectos bioldgicos deterministas debidos a la radiacion ionizante, y la
probabilidad de aparicion de efectos probabilistas quede limitada a un valor socialmente
aceptable.

Las recomendaciones, normativa y principios de la Proteccion Radioldgica han venido

siendo desarrollados desde hace afios por varios organismos:

e Comisiéon Internacional de Proteccion Radiolégica (CIPR). Establece los principios
basicos a nivel internacional.

e Organizacidon Internacional de Energia Atomica (OIEA). Incorpora los principios a
Normas Basicas de seguridad en materia de Proteccion Radioldgica.

e Comité Cientifico de las Naciones Unidas para el Estudio de los Efectos de las
Radiacioanes Atomicas (UNSCEAR),...

En cualquier caso, los principios basicos son tres:

1. Justificacion. Una actividad en que esté implicada emision de radiaciones ionizantes
solo se llevara a cabo si da lugar a beneficio.

2. Optimizacion. Una vez que la actividad esté justificada, se llevara a cabo buscando que
las dosis a que dé lugar se mantengan tan bajas como sea posible (ALARA)

3. Limitacion. En ningtn caso, la actividad dara lugar a valores individuales de dosis por
encima de los limites establecidos para cada caso.

Los limites actualmente en uso en Espafia estan recogidos en el RD 53/1992 (y se
recogen en el siguiente cuadro). Antes del 13 de Mayo del afio 2000, deberian haberse
reducido de acuerdo con la Directiva Europea 96/29/EURATOM del Consejo de la Unién
Europea. De hecho este documento (su conversion a nuestra legislacion) deberia haber
sustituido ya al RD 53/1992.

14.5.1. Limite de dosis.
Limites de dosis segtin Real Decreto 53/1992:

LIMITE LIMITE
PERSONA ANUAL(mMSv)  ESPECIAL(MSv)
Cuerpo entero 50
Ple‘(l;iggizlnalmente Manos 500
pX ) Piel 500
expuesto Cristalino 150
Publico (cuerpo entero) 5
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LIMITE LIMITE
PERSONA ANUAL(@mSv)  ESPECIAL(mSv)
Edad<16 0,5
Estudiantes 16<edad<18 15
Edad>18 50
. Con capacidad de procrear 13 por trimestre
Mujeres (ppe) Gestante 10 en el embarazo
Operaciones Dosis de una vez 100
espe.C1.ales . En toda la vida profesional 250
planificadas

*Ademas no participan en operaciones especiales planificadas:
e  Ppe que hayan recibido en los doce meses anteriores dosis superiores a 50 mSv.
e  Ppe que hayan recibido antes mas de 250 mSv por operaciones especiales.
e Mujeres con capacidad de procrear.
e Menores de 18 afos.

14.5.2. Proteccion radioldgica operacional.

Las actividades de Proteccion Radioldgica comienzan antes de poner en marcha la

actividad generadora de radiaciones, se mantienen todo el tiempo de vigencia de la

actividad, y en ocasiones permanecen incluso después de clausurada la instalacion.

1. En primer lugar se requieren las correspondientes autorizaciones de las Autoridades
Competentes (Reglamento de Instalaciones Nucleares y Radiactivas (1999)). Segun el
tipo de instalacion radiactiva se requerira presentar en el MINER sucesivamente:

Memoria Previa, Memoria de Construccion y Memoria de Puesta en Marcha para
las instalaciones de 1? categoria. P. e. : Central Nuclear.

Memoria de Construccién y Memoria de Puesta en Marcha para las instalaciones de
22 categoria. P. e. : Acelerador de electrones de uso clinico.

S6lo Memoria de Puesta en Marcha para instalaciones de 3* categoria. P. e.: Equipo
de RX.

Para obtener las correspondientes autorizaciones, las memorias deben contener, entre

otros puntos, un estudio coherente de los blindajes estructurales con que se dotara a la
instalacion.
Los blindajes que se utilizardn dependeran de:

El tipo de particulas ionizantes y energias que se generaran.

Si el haz que incide sobre la estructura es directo 6 disperso (barrera primaria 6
secundaria respectivamente).

La ocupacion de los espacios colindantes.

La carga real de trabajo de la instalacion (esto es, el porcentaje de tiempo sobre el
total en que realmente se estén generando radiaciones).

Los costes y facilidad de obtencién y manejo del material de blindaje
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del dibujo (véanse las figuras 2.8 y 2.9). Observamos que entre el campo incidente y
el reflejado hay un cambio de fase 7t para los casos || y L

e Incidencia rasante. El coeficiente paralelo es positivo; por lo tanto, el sentido del
vector es correcto. En el caso perpendicular el sentido no es correcto. Por lo tanto, el
campo incidente y el reflejado estan siempre en oposicion de fase. Si extrapolamos
estos argumentos para angulos de incidencia intermedios, se puede inferir que
siempre se tiene un cambio de fase 7 en la reflexion.

e Transmision. Los coeficientes son siempre positivos. No hay ningin cambio en la
orientacion arbitraria de los vectores y, por lo tanto, podemos asegurar nunca hay
cambio de fase 7.

e CASOB:n>n":
Haciendo el mismo razonamiento que en el caso anterior, podemos asegurar que, en
estas condiciones, nunca se produce un salto de fase 7, ni en reflexién ni en refraccién.

15.2.2.4 Factores de transmision y reflexion en intensidad

Definimos los factores de transmision como el cociente entre la intensidad transmitida
y la incidente. Es necesario definir un factor para la componente paralela y otro para la
perpendicular. Recordemos que la intensidad se define como la media temporal de la
energia radiada por unidad de tiempo y de superficie. La definicion de intensidad exige que
la deteccion se realice con un detector situado normalmente a la direccion de propagacion

Consideremos la situacién de la figura 2.12. Una onda plana incide sobre una
superficie de separacion de medios con un angulo respecto a la normal y se refracta
formando un angulo ¢’. La comparacion entre los vectores de Poynting se hard en la
superficie de separacion de los medios, aplicando el principio de conservacion de la energia.

HS H cos(¢) es la energia que incide en la superficie de separacion por unidad de superficie.

Analogamente,

S HCOS(&") es la energia transmitida. Por lo tanto, el factor de transmision
en intensidad de la componente paralela sera
! ' ! 2 '
5 _{Isieose’ 4" ncose
=7 = =
oo™ e

Y, para la componente perpendicular,

(2.47)

2 '
T A'n'cose

€

2.48
Alncose (2.48)

Si consideramos el factor de reflexion e= ¢ y n=n’, y por lo tanto, se puede escribir

"2 "
P I
Il AHZ L AZ

L

R

(2.49)

Como es natural, se debe verificar que
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R+T, =1 R +T =1 (250)
y, para el caso de incidencia normal,
2
4nn' n—n'
T =T, =m R =R, :( ) (2.51)

15.2.2.5 Estudio de la Reflexion Total

Cuando la luz llega a una superficie de separacién de medios (n'<n) con un angulo
superior al angulo limite, toda la luz vuelve al primer medio. Recordemos que el angulo
limite se obtiene cuando se verifica que n sin(er)= n’sin(7/2). Definamos N como, N =sin(e1)=
n’/n.

La ley de Snell tiene un claro significado geométrico cuando trabajamos con medios
dieléctricos y en las condiciones habituales. Podemos hacer la hipétesis siguiente: la ley de
la refraccion tiene una validez formal mas alla de su significado intuitivo. Consideremos
una onda plana incidente sobre una superficie de separacion de medios con un angulo e>e

y n>n . Aceptando la validez formal de la ley de Snell podremos escribir sin(e")=sin(e)/N .
En el estudio que estamos realizando, sin(¢”") > 1, y el valor de cos(¢”) serd, por tanto:

cosg':ir%\/senzg—N2 (2.52)

donde cos(¢’) es una magnitud imaginaria. Mas adelante, por consideraciones de
conservacion de la energia, se despreciara el signo +. Conociendo el valor de sin(¢’) y de
cos(¢’) podemos aplicar ahora las formulas de Fresnel. Analizando la figura 2.11, puede
comprobarse que los factores de reflexion perpendicular y paralelo toman el valor 1y 1
respectivamente, para angulos de incidencia superiores al limite. Podemos estudiar con
mayor detalle estos valores del angulo de incidencia: las formulas del factor de reflexion
para los dos casos de polarizacion son:

_tan(&'-¢) _sen(s'-s)

n
tan(&'+¢) © sen(e'te)

Puesto que conocemos los valores de sin(e), cos(e), sin(e’) y cos(e”), podemos escribir las

férmulas de Fresnel en términos de valores conocidos. Después de hacer unas cuantas

OperaCiones obtenemos que
eia}(g‘n,n') i0(z.n,n")

h=- hh=-¢ (2.53)
Este es un resultado interesante: los coeficientes de reflexién son complejos y de mddulo 1.
El valor de la amplitud no varia pero la onda incidente y reflejada estén desfasadas. La onda
reflejada paralela tendra por ecuacion

E; = Ar exp(ip(ct—niis")) = A exp(ip(ct —nis ") +ig)  (2.54)
mientras que la componente perpendicular sera
EL = ;lﬂl exp (ip (ct —nrs ")) = —}I.L exp (ip (ct —nrs ") + i@) (2.55)
La onda reflejada estard polarizada elipticamente y sus componentes estaran
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a  a, a
A=|b b, b
G 6 G

Si A es ortogonal, entonces:
al a2 a3 al bl Cl

T
AA" =|b, b, b, |]a,

G G G a, by ¢

9
NQ
Il
=
=
- O O
Il
—_

16.9.3.8. Matrices normales

Una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, esto es, si AAT = ATA,
Obviamente, si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es necesariamente normal.
Ejemplo:
6 -3
Sea 4= [3 6 j, Entonces

; (6 =3)(6 3 45 0 . 6 3)(6 -3 45 0
AA = . = y A A= . —
3 6)\-3 6 0 45 -3 6)\3 6 0 45
Puesto que AAT = ATA, 1a matriz es normal.

16.9.4. Operaciones con matrices
16.9.4.1. Suma y resta de matrices

Para poder sumar o restar matrices, éstas deben tener el mismo ntimero de filas y de
columnas. Es decir, si una matriz es de orden 3x2 y otra de 3x3, no se pueden sumar ni
restar. Esto es asi ya que, tanto para la suma como para la resta, se suman o se restan los
términos que ocupan el mismo lugar en las matrices.

Ejemplo:
31 2 -1 2 4
Sean las matrices A=|0 5 -3|y B=|2 5 8 |,entonces:
7 0 4 0 1 =2
31 2 -1 2 4 2 3 6
A+B[ =31+ 2 5 8 |=|2 10 5|
7 0 4 0 1 2 7 1
31 2 -1 2 4 4 -1 =2
A-B=|0 5 3|-|2 5 8|=|-2 0 -I1
7 0 4 0 1 =2 7 -1 6

Para sumar o restar mas de dos matrices se procede igual. No necesariamente para
poder sumar o restar matrices, éstas tienen que ser cuadradas.

407



ACALON.RFH TEMA 16: MATEMATICAS

16.9.4.2. Producto de matrices

Para poder multiplicar dos matrices, la primera debe tener el mismo niimero de
columnas que filas la segunda. La matriz resultante del producto quedara con el mismo
numero de filas de la primera y con el mismo ntimero de columnas de la segunda.

Es decir, si tenemos una matriz 2x3 y la multiplicamos por otra de orden 3x5, la
matriz resultante serd de orden 2x5.

(2x3)x(3x5)=(2x5)

Se puede observar que el producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa, ya que en el ejemplo anterior, si multiplicamos la segunda por la primera, no
podriamos efectuar la operacién.(3x5) por (3x2)

puesto que la primera matriz no tiene el mismo ntimero de columnas que filas la segunda.
Supongamos que A = (q; i )y B = (b j ) son matrices tales que el numero de

columnas de A coincide con el nimero de filas de B; es decir, A es una matriz m x p y B una
matriz p x n. Entonces el producto AB es la matriz m x n cuya entrada ij se obtiene
multiplicando la fila i de A por la columna j de B.

Esto es,

ay 4y, by - blj - b, ¢ Chy
a; a, : : = C;
am] amp bpl bp/' ’ bpr/ cml cmn

Donde ¢, =a,b; +a,b,, +---+a,b,

12)(1 1) (11420 1-1+2:2) (1 5
3 4)l0 2) (3:1+4.0 3-1+4-2) (3 11
16.9.4.3. Producto por un escalar

El producto de un escalar k por la matriz A, escrito kA o simplemente kA, es la
matriz obtenida multiplicando cada entrada de A por k:

Ejemplo:

kall kalz kaln
KA=|---
kaml kamZ T kamn
Ejemplo:
1 -2 3 3 -6 9
Sea A= , Entonces: 34 =
4 5 =2 12 15 -6
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16.9.4.4. Division de matrices
La division de matrices se define como el producto del numerador multiplicado por

la matriz inversa del denominador. Es decir, sean las matrices Ay B tal que A/B = ABL:

Si una matriz esta dividida entre un escalar, todos los términos de la matriz
quedaran divididos por ese escalar.
Ejemplo:

16
6) , ¥ k=2 un escalar. En este caso:

8
Sea la matriz 4 = (3

A
k

SR

2 %—3

16.9.5. Matrices invertibles
Se dice que una matriz cuadrada A es invertible, si existe una matriz B con la
propiedad de que
AB=BA=1I
siendo I la matriz identidad. Denominamos a la matriz B la inversa de A y la denotamos por
A
Ejemplo:

25 3 -5
Supongamos 4 = L 3]y B= L > , entonces:

6-5 -10+10 1 0 6-5 15-15 1 0
3-3 546 0 1 242 =546 0 1

Puesto que AB=BA =1, Ay B son invertibles, siendo cada una la inversa de la otra.

1

16.9.5.1. Método de Gauss

Sea A = (a;j) una matriz cuadrada de orden #n. Para calcular la matriz inversa de A,

que denotaremos como A, seguiremos los siguientes pasos:
Paso 1. Construir la matriz n x 2n M = (A1) esto es, A estd en la mitad izquierda de M y la
matriz identidad I en la derecha.

Paso 2. Se deja tal y como esta la primera fila de M, y debajo del primer término de la
diagonal principal, 211, que llamaremos pivote, ponemos ceros. Luego se opera como se

indica en el siguiente ejemplo.
Consideremos una matriz 3x3 arbitraria
a,  dp  dg
A=|ay ay Ay

a3 1 a32 a33
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